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Analogy between the Elastic and Plastic Potential of Anisotropic Materials

The elastic strain energy of distortion and its complementary energy of incompressible materials
can be represented formally by linear combinations of partial plastic potentials of the forms
Fo,=(1/0)Dijki...qr of;c;;l ...0gr. Likewise, it is possible to describe the elastic strain energy of
deformation and its complementary energy of compressible materials formally by plastic potentials
of the forms F,= (1/0)Dijki...qr 0ij Okl ...0qr. In a linear theory, for example, we have F,=
L Dijn1 0ij 071 for incompressible materials and Fy=3 Djjx; 0ij 041 for compressible materials.

It is necessary to notice, that only a formal analogy exsists between the elastic and plastic po-
tential, because the physical interpretation of these potentials is quite different.

Grundlegende Bemerkungen zum elastischen
und plastischen Potential

In der Elastomechanik geht man aus von einem

elastischen Potential !+ 2
II =11 (0;;, °¢;;) =04 %€y

und ermittelt tiber die ,,Stoffregel*

0ij=0II[d%;; bzw. °g;=0Il/Jo;; (2a,b)
die zugehorigen Stoffgleichungen. Analog dem inne-
ren Produkt zweier Vektoren ist das elastische Po-
tential (1) eine simultane Invariante der beiden
Tensoren 0;; (Spannungstensor) und “¢; (Tensor der
elastischen Verzerrungen). Uber das vollstindige
Differential dIl = (211/30;;) do;; 4+ (S11/3%;;) d°e;;
kann man das elastische Potential wegen (2 a,b) in
die Formanderungsenergiedichte /I, und in die
spezifische Ergdnzungsarbeit /1, gemal

TIZHO-{—I[E:feE;j do[j+foij dof;j
aufspalten (Abbildung 1).

(1)

(3)

Abb. 1. Aufspaltung des elastischen Potentials [/ in Form-
inderungsenergiedichte 7/, und spezifische Erginzungsarbeit
-

* Beispielsweise ist F; = Djj 0;; eine lineare und F, =
2 Djjki 0ij okl eine quadratische Form usw.

Das elastische Potential 11 bzw. die GréBen I/, und

T, kéinmen von der funkionalen Form

1,—1I1,(F,) mit F,- %D,-].,,.,, B
(0=1,2,...,N)*,

1,-I0,,) mit C,=

(4 a)
'Eij/.'l ...qr e81’]‘ e8/.'[ . e e‘sqr

(0=1,2,...,N) (4D)

sein. Damit erhélt man wegen (3) aus (2a,b) die
Stoffgleichungen

X 911, oF ¥ I, 3G
e > g€ -8 = — = L]
& Qé’l aFU ag[i bzw. Oij 921 aco aefij ’
(5a,b)

die beispielsweise fiir die Linearkombinationen

(N=3)
II,=F,+Fy;+F; und II,=G,+G,+G,

lauten

(6 a,b)

.
Eij = Dij =+ Dijl.'[ O+ Dij/.‘/m/z 01 Omn »
6ii = Eij + Eijr “€rr + Eijrimn ®€x1 %€pn -

(7a)
(7b)
Darin konnen die Stofftensoren D;; und E;; als
»Eigenverformungstensor und ,Eigenspannungs-
tensor* gedeutet werden.

Analog ** zum elastischen Potential geht man in
der Plastomechanik von einem plastischen Potential3

** Die hier angesprochene Analogie ist nur formal zu sehen!
Es ist zu beachten, dafl in der Elastomechanik die Exi-
stenz eines Potentials aus thermodynamischen Uberlegun-
gen ableitbar ist. Die Theorie des plastischen Potentials
ergibt sich aus dem Prinzip der groBten spezifischen Dis-
sipationsleistung 3. Der Vergleich von (2b) und (9) zeigt
schon, daf die Bedeutung des elastischen und plastischen
Potentials grundverschieden ist.
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aus und ermittelt tiber die Fliefregel
dre;;= (3F/Qo;)di; dA=0 (9)

(Pe;; plastischer Anteil des Verzerrungstensors &;;;
dZ Proportionalititsfaktor) die Stoffgleichungen.
Mit (8) wird das FlieBkriterium als Aquipotential-
flache F(0;;) = c = const. dargestellt, die gemal} der
Fliefiregel (9) und dem Stabilitatskriterium *

d()'l'jdpé‘l'jzo (].0)

konvex sein muf} % 6.

Analog zur elastischen Ergdnzungsarbeit (4 a)
oder (6 a) kann das plastische Potential (8) von der
funktionalen Form

. 1
F=F(F0) mit F0=;D;j/,-[.”q, 0ij Ol 0Ogr,
2.B. ) (11)

F=F +Fy,+F3 (12)

sein?. Der Unterschied liegt in den anisotropen
Stofftensoren D;;, D;j;; usw., die in (4 a) und (11)
gleich bezeichnet sind, um die formale Identitét noch
deutlicher zu zeigen. Das elastische und plastische
Potential konnen allerdings fiir ein und denselben
Stoff sehr unterschiedlich sein. So kann beispiels-
weise ein elastisch isotroper Stoff durch plastische
Verformung anisotrop werden (Verformungsaniso-
tropie; Textur).

Der isotrope Sonderfall ist gekennzeichnet durch
die isotropen Stofftensoren

D,~,~=a1 61']', (13 a)
Dijjy=by0;j 0+ by (011 051+ 05 0;1) . (13 D)
D jimn = €1 0ij 011 O + €2 (83 Opm 01 + 45 Opep Opi
+ 6kl 6im 6jn + al\‘l 61'” 6]'”1 + 5mn 6ik 6jl (13 a)
+ 6nm 61’1 6]’1{) =i C3 (61'1; 6jm 61/1 + 5ik 61’)1 611}1
=t ail 61{1/1 6jn + 5il 6/:11 6]’m + 61'111 6/;}' Csln
+ Oim On 01 + Oin Onj Oum + Oiy Opemy Oy5)
Mit diesen isotropen Ansidtzen und den Konstanten

b= -1,

. |
b2=61=§5

a =1,

C2=—%, C3=% (14‘)

gehen die F, in (4a), (6a), (11) und (12) in die
lineare (J,), quadratische (/,) und kubische (/;)
Invariante des Spannungstensors iiber 7:
Fi=6i0i;=11, Fa=%(0;0;—050;) =1,

(15 a,b)
F3=1%(2 0ij 0% 0xi — 3 0ij 0ji Ok + 0,055 045) = I3 -

(15¢)
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Setzt man dagegen

al—oa b1=—};, b2=%s cl=%s
Co= — %, C3_213’ (16)
so erhilt man entsprechend die Invarianten
Fi=]'=0, F,=%00;=1,, (17 a,b)
F3=3}ojj0p0,=15 (17 ¢)

. ’
des Spannungsdeviators 0;;.

Elastische Gestaltiinderungsenergiedichte und
plastisches Potential inkompressibler Stoffe

Zur Formulierung der elastischen Gestaltinde-
rungsenergiedichte

A’ = [ 05 d°e;; (18)
bildet man aus (7 a) den Deviator
Cei; =& — % &, 0 (19)
und erhilt die Stoffgleichung
ef;j = D{] + D,{ij} Kkl Op1 + D'{z'j} FElmn Okl Omn o (20)
wenn man definiert:
D;j o Dy;— 3D, 61‘;‘ s (21 a)
Diipm — Dijri— ¥ Drri 035 * (21b)
Dl{ii} klmn —(ﬁ Dijklmu - fli Drrklmn 61’)’ . (21 C)

Fiir den isotropen Sonderfall (13 a,b,c) lautet die
Stoffgleichung (20) :
eefj =2 by 055+ 8¢5 (0112) +4(ca+ c3) 0,5 6455
(22 a)
bzw. da nach (16) der Faktor vor dem dritten Glied
verschwindet:
ee;; =2 by 0+ 8¢y (042)" . (22b)

Daran ist

7(2)y 7 7 (9 (2
(057) =05 — $ 03 0y

(23)

. ’ ’ ’
der ,,Deviator des Quadrates oi]-( = 04, 0%; des Span-
nungsdeviators“. Im linearelastischen Fall mit c;=0

und b, =1/4 G geht (22b) in das Hookesche Gesetz
06;}'2 O;j/2 G (24)

und (G Gleitmodul), und damit wird die elastische
Gestaltanderungsenergiedichte (18)

A'—0505/4G=1,[2G.

2)

(25)

* Diese Schreibweise erinnert an den in Z, j antisymmetri-
schen Teil D(jjjxi, der iiber die Alternierungsvorschrift
Diijix d:f% (Dijr1—Djix1) gegeben ist (Analogie).

e
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Darin liegt bekanntlich die physikalische Bedeutung
der quadratischen Deviatorinvanten J,” bzw. des
quadratischen plastischen FPotentials F =J,” nach
Mises 8710,

Fir den allgemeinen anisotropen Fall mit den
Stoffgleichungen (20) wird die Integration gemal}
(18) schwerféllig, so dafl im folgenden der Sonder-
fall der elastischen Inkompressibilitit erortert wer-
den soll, der durch die Forderung

'

1
! , !
®err, =0 bzw. Ce;="g;

(26 a, b)

gekennzeichnet ist und Analogien zur Plastomecha-
nik gestattet. Aus dieser Forderung (26b) erhilt
man durch Koeffizientenvergleich aus den Gln. (7a)

und (20) :

’ ' r
Dij = Dij ’ D(ij}l,’l = D[j;‘.[ . D{z‘j}/\-[mn = Dij/;/nm

(27)

und damit aus (21 a,b,c) als Inkompressibilitats-
bedingung:

Drr = Drrl\'/ = Dl‘z‘l.'lmu =0 ’ (28)
so dal} Gl. (20) auch auf die Form
®e(j = Di; + Dij1 011 + Dijiimn Okt Orin (29)

gebracht werden kann, indem man in (20) den
Spannungstensor 0;; durch seinen Deviator und Ku-
geltensor ersetzt und die Bedingungen (27) und
(28) beriticksichtigt. Mit (29) vereinfacht sich die
Integration in (18):

st 4 b, ’ ;
A" =3 Dijr1 65 01+ 3 Dijrimn 045 Okt Oun -

(30)

In der Plastomechanik inkompressibler anisotroper
Stoffe legt man allgemein ein plastisches Potential
der Form

F=F(F/,F,),F)) (31)

mit den Teilpotentialen
F/'=Djo5, F,/=%Dyuo;0u, (32a,b)
(32 ¢)

zugrunde und stellt in 7 gute Ubereinstimmung mit
experimentell ermittelten Flieortkurven an Ti4Al-
Blechen fest, die anisotrop waren und einen Bau-
schinger-Effekt aufwiesen.

Der Vergleich mit dem Ergebnis (30) zeigt, dal
die elastische Gestaltinderungsenergiedichte bei In-
kompressibilitit formal mit einer Linearkombina-
tion aus den plastischen Teilpotentialen (32 b, c)
tdentifiziert werden kann:

A'=F,’+2F,

2 1 ’ ’ 7
F3 =3 Dijl.'/nm 04j Okl Omn

(33)

In der linearen Elastizitdtstheorie ist bei Inkom-
pressibilitdt die elastische Gestaltinderungsenergie-
dichte formal identisch mit dem quadratischen Teil-
potential (32b), das als Sonderfall orthogonaler
Anisotropie (Orthotropie) die Hill-Bedingung ent-
halt.

Driickt man in (1) die Tensoren o;; und ¢;; durch
ihre Deviatoren und Kugeltensoren aus, so gelingt

die Aufspaltung

=11 + I, (34)
in einen ,,Gestaltinderungsanteil
IT' =04 °5j (35)
und in einen Anteil
I\ = § 04 €1y = Oy “Evol = — P vl (36)

(p hydrostatischer Druck, °ey, elastische Volumen-
dehnung), der fiir die ,,Volumendehnung® verant-
wortlich ist.  Bei elastischer Inkompressibilitit
(26 a,b) verschwindet der Anteil /1y, , und das
elastische Potential stimmt dann mit dem Anteil 11
gemill (35) tuberein, so daf} fur diesen Sonderfall
aus (35) mit (29) folgt:

! , L, ., (37)
II=II" = D;; 63 + Dijiy 64 011 + Dijretmn 61 Ot O »
d. h., das elastische Potential kann dann formal mit
folgender Linearkombination plastischer Teilpoten-
tiale (32 a, b, ¢) identifiziert werden:

!
H=I'=F;"+2F; +8Fy . (38)

Analog zur Ergénzungsarbeit 17, in Gl. (3) kann
man zu (18) eine entsprechende ,Erginzung® defi-
nieren:

°E’ == [ ;i doyj,
die mit (29) tibergeht in:
°E = D;; O;j + % Dijiq Oz{j O'I/cl +3 Dijcimn '71/‘;' O'A’-l U;;m s
(40)
d. h. formal identisch ist mit der Linearkombination
B =F,+F, +Fy (41)

plastischer Teilpotentiale (32 a.b,c). Die Addition
von (33) und (41) fithrt auf (38):

(39)

II'=°A"1+E' =1, + . (42)
Andererseits folgt aus (35)
o =oIl'[3%;; und ®eyj = an'/ao;j , (43)

so dal) analog zu (3) {iber das vollstindige Diffe-
rential d/I” die Aufspaltung gemil (42) folgt.
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Elastische Forminderungsenergiedichte und
plastisches Potential kompressibler Stoffe

In der Plastomechanik kompressibler Stoffe geht
man allgemein von einem plastischen Potential (11)
der Form

F=F(F,F,,F;) (44)

aus “ mit den Teilpotentialen
Fi=Djo0ij, Fy=%Dij10ii05, (45 a, b)
F3 =% Dijtimn 6ij Oxt Omn (45 c)

gemil (11). Rein formal gehen diese Grioflen in die
elastische Forménderungsenergiedichte (3)

Hs=foi]' dOEi]' (46 a)
ein, die mit dem Stoffgesetz (7 a) in
I1, = % Dijiy 6i; 011+ % Dijkimn 0ij O3t Opn. (46 b)

tibergeht, so daf} vergleichbar mit (33) die formale
Identitat *
(47)

besteht. In der linearen Elastizititstheorie ist die
elastische Formanderungsenergiedichte formal iden-
tisch mit dem quadratischen Teilpotential (45b),
das schon von Mises 3 benutzt wird, wenn auch in
anderer Schreibweise. Dieses quadratische plastische
Potential (45b) kann zur analytischen Beschreibung
des mechanischen Verhaltens kompressibler aniso-
troper Stoffe herangezogen werden, die sich ,,sym-
metrisch® gegeniiber Zug- und Druckbeanspruchung
verhalten, d.h. keinen Bauschinger-Effekt aufwei-
sen. Dariiber hinaus beinhaltet das quadratische
plastische Potential (45b) die sogenannte Hill-Be-
dingung als Sonderfall orthogonaler Anisotropie
(Orthotropie), wenn man zusatzlich noch Volumen-
konstanz ** (27) bzw. (28) fordert?. Die Inkom-
pressibilititsbedingung Dy ;=0 gemall (28) fiihrt
bei orthogonaler Anisotropie in Verbindung mit der
Symmetrieeigenschaft D;;;; = D;y;; auf die Beziehun-
gen

I, =F,+2F,

Dyy2s= —3(Dyyyq + Dyyyp — Djs35)
Dyyss= —%(Dyy11 — Dygss + Dj333)

Dyy33= —3(—Dyyqq + Dsss + Dysss)

(48)

* Der Unterschied liegt in den Stofftensoren Djj, Dijkimn
usw., die in (4a) bzw. (6a) und (11) bzw. (12),
(45 a, b, c) gleich bezeichnet wurden, um die formale
Identitdt noch deutlicher zu zeigen.

** Dagegen ist mit den Ansdtzen (32 a,b,c) die Volumen-
konstanz a priori erfiillt!
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so dal} nur sechs der neun Orthotropiekoeffizienten
Dit11s Dassss Dygszs Disgas Dagass Dyizys Digazs
D135, Dss35 voneinander unabhingig sind.

Das elastische Potential (1) lautet mit dem Stoff-
gesetz (7 a)

II = D;; 64; + Dijjy 615 611 + Dijiimn 0ij 051 Omn s (49)

so daB mit (45a,b,c) vergleichbar mit (38) die
formale Identitat

II=F, +2F,+3F, (50)

besteht. Gleichung (50) erhilt man auch durch Ad-
dition (3) aus der spezifischen Ergéinzungsarbeit
(6 a) und der Forméanderungsenergiedichte (47).

Zusammenfassung

Nach einigen grundlegenden Bemerkungen zum
elastischen und plastischen Potential wird gezeigt,
dal die elastische Gestaltanderungsenergiedichte und
ihre Erganzungsarbeit inkompressibler Stoffe for-
mal mit Linearkombinationen plastischer Teilpoten-
tiale der Form

1 2y 7
Fy= Q Dijii...qr 0ijOki. .. 0g

identifiziert werden konnen. In gleicher Weise wird
die formale Identitét der elastischen Forméanderungs-
energiedichte und ihrer Ergénzungsarbeit kompres-
sibler Stoffe mit Linearkombinationen plastischer
Teilpotentiale der Form

1
F,=—Dijp...q 0O+ Ogr

nachgewiesen. In der linearen Elastizitatstheorie sind
die genannten Energiegrofien formal identisch mit
dem quadratischen plastischen Potential

- o
Fy=3%Dj 0501

inkompressibler Stoffe bzw. mit dem quadratischen
plastischen Potential

1
F;z =lz Dij/.-z 0ij Okl

kompressibler Stoffe.

Es sei jedoch ausdriicklich vermerkt, daf} zwischen
dem elastischen und plastischen Potential nur eine
reine formale Analogie besteht. Die physikalische
Bedeutung der beiden Potentiale ist grundverschie-
den. Haufig tritt sogar der Fall ein, dal} ein Stoff
nach plastischer Verformung zwar in seinem elasti-
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schen Verhalten isotrop bleibt, in seinem plastischen
Verhalten jedoch anisotrop wird ( Verformungsaniso-
tropie, Textur). Dann wird das elastische Potential
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